
Cvičeńı ze stochastické analýzy

3. Itôova formule pro C2-funkce

Následuj́ıćı poznámka ř́ıká, že v definici integrálu v Riemanově smyslu se můžeme omezit na taková
tokálně konečná děleńı, která zjemňuj́ı předem dané lokálně konečné děleńı 0 ∈ S ⊆ [0,∞).

Poznámka: Měj H lokálně omezené trajektorie. Pokud existuje limita
∮
HbtcT− dXt pro S ⊆ T ↑ [0,∞),

pak existuje odpov́ıdaj́ıćı Rieman̊uv integrál
∫
H dX a přirozeně je této limitě skoro jistě roven.

Důkaz: Bud’ 0 ∈ R ↑ [0,∞) a označme S ⊆ T := R ∪ S = {0 = t0 < . . . < tk; k ∈ N}. Pak

t = bscT 6= bscR = r ⇒ S 3 t = tk−1 < r ≤ tk

pro nějaké k. Protože {k : v ≥ tk−1 ∈ S} je konečná a X je spojitý proces, máme pro S ⊆ T ↑ [0,∞), že

|
∮

(HbscT− −HbscR−) dXs|∗v ≤ 2|H|∗v ·
∑

k|Xv∧tk −Xv∧tk−1
| · 1[v≥tk−1∈S] → 0. Q.E.D.

Podobně lze ukázat, že integrál v Riemanově smyslu je konzistentńı s elementárńım integrálem.

Poznámka: Je-li H ∈ L(Ω,A, P )[0,∞) jednoduchý proces a X ∈ C(Ω,A, P ), pak
∫ t

0
Hs dXs =

sj
∮ t

0
Hs dXs.

Důkaz: Bud’ 0 ∈ S ⊆ [0,∞) děĺıćı množina jednoduchého procesu H a bud’ S ⊆ T ⊆ [0,∞). Pak

|
∮

(Hs −HbscT−) dXs|∗t ≤ |Hs −HbscT−|∗t ·
∑

k|Xt∧tk −Xt∧tk−1
| · 1[t≥tk−1∈S] → 0, S ⊆ T ↑ [0,∞),

nebot’ {k : t ≥ tk−1 ∈ S} je konečná a X je spojitý. Q.E.D.

• Necht’ X ∈ C(Ω,A, P ) má kvadratickou variaci 〈X〉 a Y ∈ C(Ω,A, P ) měj lokálně konečnou variaci.
Ukažte, že (X, Y )T má tenzorovou kvadratickou variaci a spočtěte ji. Ukažte, že pak

XtYt =
sj
X0Y0 +

∫ t

0
Xs dYs +

∫ t

0
Ys dXs.

• Spočtěte prvńı dva momenty včetně autokovariančńı struktury následuj́ıćıho procesu
∫
s dWs a

rozhodněte, zda je gausovský.
• Spočtěte prvńı dva momenty včetně autokovariančńı struktury následuj́ıćıho procesu

∫
Ws dWs a

rozhodněte, zda je gausovský.

Pro H ∈ C(Ω,A, P ) budeme už́ıvat diskrétńı modul spojitosti

|dH
T
|∗t = sup{|Hs −HbscT |; s ∈ [0, t]} ∈ L(FH

t )

odpov́ıdaj́ıćı lokálně konečnému dělěńı 0 ∈ T ⊆ [0,∞). Zřejmě pak |dH
T
|∗t → 0 pro T ↑ [0,∞), t ≥ 0.

Poznámka: Necht’ H,X ∈ C(Ω,A, P ). Pokud nav́ıc X má trajektorie s lokálně konečnou variaćı, pak
stochastický integrál v Riemanově smyslu odpov́ıdá klasickému integrálu po trajektoríıch v Lebesgue-
Stieltjesově smyslu, který budeme značit také

∫
H dX.

Důkaz: Protože elementárńı integrál je konzisteńı s Lebesgue-Stieltjesovým po trajekoríıch, máme

|
∮
HbscT− dXs −

∫
Hs dXs|∗t = |

∫
(HbscT− −Hs) dXs|∗t ≤ |dHT |∗t ·

∫ t

0
| dXs| → 0, T ↑ R+,

nebot’ |dHT |∗t → 0, kde
∫ t

0
|dX| je pr̊uběžná totálńı variace procesu X. Q.E.D.

Lemma Necht’ H,X ∈ C(Ω,A, P ) a necht’ X má kvadratickou variaci 〈X〉, pak∮ t

0
HbscT− d[X]Ts  

∫ t

0
Hs d〈X〉s pro T ↑ R+.

Důkaz: Bud’te 0 ∈ S ⊆ T lokálně konečná děleńı [0,∞). Budeme vycházet z rovnosti∮
HbscT− d[X]Ts =

∮
(HbscT−−HbscS−) d[X]Ts +

∮
HbscS− [ d[X]Ts − d〈X〉s]+

∫
(HbscS−−Hs) d〈X〉s +

∫
Hs d〈X〉s.

Protože ρ(Z) ,
∑

k 2−k ∧ |Z|∗k je monotońı v Z ∈ C(Ω,A, P ), budeme moci využ́ıt následuj́ıćı nerovnosti

|
∮

(HbscT− −HbscS−) d[X]Ts |∗t ≤ |HbscT− −HbscS−|∗t · [X]Tt ≤ | dHS
|∗t · [X]

T

t .
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Protože je druhý člen napravo výchoźı rovnosti zanedbatelný pro S ⊆ T ↑ R+ a třet́ı pro S ↑ R+, plat́ı

lim
T↑R+

ρ(
∮
HbscT− d[X]Ts ,

∫
Hs d〈X〉s) ≤ lim

S↑R+
lim sup
S⊆T↑R+

ρ(| dH
S
|∗t · [X]

T

t ) = lim
S↑R+

ρ(| dH
S
|∗t · 〈X〉t) = 0,

kde lim operativně pro úspornost a mı́rnou přehlednost nahrazuje symbol lim sup . Q.E.D.

Důsledek: Je-li H ∈ C(Ω,A, P )r×d a X ∈ C(Ω,A, P )d×m, pak∮ t

0
HbscT− d[[X]]Ts  

∫ t

0
Hs d〈〈X〉〉s pro T ↑ R+.

Důkaz: Operativně a poněkud svérázně zde přeznač́ıme vektor i-tou a j-tou složku vektoru z (X i, Xj)T na
vektor (X, Y )T . Pro jednorozměrný proces H dle předchoźıho lemmatu dle polarizačńı rovnosti pak plat́ı∮ t

0
HbscT− [X, Y ]

T

s = 1
4

∮ t

0
HbscT− d[X + Y ]

T

s − 1
4

∮ t

0
HbscT− d[X − Y ]

T

s

 1
4

∫ t

0
Hs d〈X + Y 〉s − 1

4

∫ t

0
Hs d〈X − Y 〉s =

sj
∫ t

0
Hs d〈X, Y 〉s.

Požadované tvrzeńı d̊usledku pak dostaneme po souřadnićıch nasč́ıtáńım výše dokázaného pro složky
vektor̊u X a H. Q.E.D.

Poznámka: Je-li g ∈ C2[a, b], pak

g(b) = g(a) + g′(a)(b− a) + 1
2
g′′(a)(b− a)2 +

∫ b

a

∫ x

a
(g′′(y)− g′′(a)) dy dx.

Itôova formule Bud’ X = (X1, . . . , Xd)T d-rozměrný spojitý reálný proces s tenzorovou variaćı 〈〈X〉〉 a
f ∈ C2(K), kde K je konvexńı obal obrazu rngX = {Xt(ω);ω ∈ Ω, t ∈ [0,∞)} procesu X. Pak

df(Xt) = ∇f(Xt) dXt + 1
2
(dXt)

T∇2f(Xt) dXt

= ∇f(Xt) dXt + 1
2
tr[∇2f(Xt) d〈〈X〉〉],

což lze pro d = 1 psát jednoduše ve tvaru

df(Xt) = f ′(Xt) dXt + 1
2
f ′′(Xt)(dXt)

2

a pro d = 2 při přeznačeńı na X = (X, Y )T ve tvaru

df(X) = f ′′1 (Xt) dXt + f ′2(Xt) dYt + 1
2
f ′′11(dXt)

2 + f ′′12(X)(dXt)(dYt) + 1
2
f ′′22(Xt)(dYt)

2.

Důkaz Itôovy formule: Bud’ T = {0 = t0 < t1 < . . . < tk; k ∈ N} lokálně konečné děleńı. Označme

x(k)
u = u · t ∧ tk−1 + (1− u) · t ∧ tk, y(k)

u = u ·Xt∧tk−1
+ (1− u) ·Xt∧tk

parametrizaci k-té lineárńı části polygonu definovaného do času t ≥ 0 předpisem

XT,t(s) = yk(u), pokud xk(u) = s ≤ t.

vytyčeného body (t ∧ tk, f(Xt∧tk(ω))) ∈ K; k ∈ N0. Z předpokladu f ∈ C2(K) pak dostaneme, že také

f ∈ C2{(x(k)
u , y

(k)
u (ω));u ∈ [0, 1], k ∈ N, ω ∈ Ω}.

Na každém úseku této lomené čáry rozvineme funkci f do Taylorova polynomu druhého řádu, přičemž tato
aproximace bude ospravedlněna následuj́ıćı zanedbatelnost́ı (v́ıcerozměrného) zbytku

| d∇2f(XT )T |∗t = sup{|∇2f(yk(u))−∇2f(yk(0))|; k ∈ N, u ∈ [0, 1]} → 0, T ↑ [0,∞).(1)

Zřejmě gk = f ◦ yk ∈ C2[0, 1]. Z Taylorovy věty druhého řádu s integrálńım tvarem zbytku pak dostaneme

f(Xt∧tk)− f(Xt∧tk−1
) = gk(1)− gk(0) = g′k(0) + 1

2
g′′k(0) +

∫ 1

0

∫ v

0
[g′′k(u)− g′′k(0)] du dv,

přičemž g′k(0) = ∇f(Xtk−1
)T (Xt∧tk −Xt∧tk−1

) a dále

g′′k(0) = (Xt∧tk −Xt∧tk−1
)
T∇2f(Xtk−1

)(Xt∧tk −Xt∧tk−1
) = tr[∇2f(Xt∧tk−1

)(Xt∧tk −Xt∧tk−1
)�2].
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Nasč́ıtáńım pak dostaneme rovnost

f(Xt)− f(X0) =
∮ t

0
∇f(XbscT−)

T
dXs + 1

2

∮ t

0
tr[∇2f(XbscT−) d[[Xs]]

T ](2)

+
∑

ktr{
∫ 1

0

∫ v

0
[∇2f(yk(u))−∇2f(yk(0))] du dv · (Xt∧tk −Xt∧tk−1

)�2}.(3)

Odhad Taylorova zbytku pak dostaneme ve tvaru

tr |
∫ 1

0

∫ v

0
[∇2f(yk(u))−∇2f(yk(0))] du dv · (Xt∧tk −Xt∧tk−1

)�2| ≤ 1
2

tr| d∇2f(XT )T |∗t · (Xt∧tk −Xt∧tk−1
)2,

přičemž pak posledńı člen v (3) ze shora můžeme v absolutńı hodnotě odhadnout hodnotou

1
2

tr| d∇2f(XT )T |∗t ·
∑

k(Xt∧tk −Xt∧tk−1
)2 = 1

2
tr | d∇2f(XT )T |∗t · [X]

T

t  0,

pro T ↑ [0,∞), přičemž využ́ıváme zanedbatelnosti (1) a následuj́ıćı asymptotické vlastnosti

[X]
T

t =
∑

k(Xt∧tk −Xt∧tk−1
)2 = tr[[X]]

T

t = tr
∑

k(Xt∧tk −Xt∧tk−1
)�2  tr〈〈X〉〉t = 〈X〉t.

Protože dle výše uvedeného d̊usledku dále plat́ı∮ t

0
tr[∇2f(XbscT−) d[[Xs]]

T ] = tr{
∮ t

0
∇2f(XbscT−) d[[Xs]]

T } tr{
∫ t

0
∇2f(Xs) d〈〈X〉〉s},

s využit́ım zanedbatelnosti nasč́ıtaných Taylorových zbytk̊u dostáváme, že existuje limita∫ t

0
∇f(Xs)

T
dXs = lim

T↑R+

∮ t

0
∇f(XbscT−) dXs =

sj
f(Xt)− f(X0)− lim

T↑R+

1
2

∮ t

0
tr[∇2f(XbscT−) d[[Xs]]

T ]

=
sj
f(Xt)− f(X0)− 1

2
tr{

∫ t

0
∇2f(Xs) d〈〈X〉〉s}.

Q.E.D.

Dodatek: Necht’ jsou splněny předpoklady Itôovy formule nebo modifikované verze postupně pro f1, . . . , fm

d-proměnných. Označme př́ıslušnou vektorovou funkci f = (f1, . . . , fm)T ∈ Rm. Pak proces Yt = f(Xt) má
tenzorovou kvadratickou variaci

〈〈Y 〉〉t = 〈〈
∫
∇f(Xs)

T
dXs〉〉t =

∫ t

0
∇f(Xs)

T
d〈〈X〉〉s∇f(Xs), kde ∇f(Xs)ij = (

∂fj

∂xi
(Xs))

d,m
ij=1 ∈ Ld×m,

což by se dalo v diferenciálńı symbolice zapsat ve tvaru

d〈〈
∫
∇f(Xs)

T dXs〉〉t = d〈〈Y 〉〉t = dYt dY T

t = ∇f(Xt)
T d〈〈X〉〉t∇f(Xt) .

Speciálně pak dostaneme

〈Y 〉t = 〈
∫
∇f(X)

T
dX〉t = tr

∫ t

0
∇f(Xs)∇f(Xs)

T
d〈〈X〉〉s.

Důkaz: Podobně jako v d̊ukazu Itôovy formule vyjádř́ıme př́ır̊ustek

f(Xt∧tk)− f(Xt∧tk−1
) = [∇f(Xtk−1

)) + O(|| d∇f(XT )T ||∗t )]
T
(Xt∧tk −Xt∧tk−1

),

kde a = O(b) znamená, že |a| ≤ |b|. Pak pro T ↑ [0,∞) při  konvergenci plat́ı

[[f(X)]]
T

t =
∑

k[∇f(Xtk−1
)) + O(|| d∇f(XT )T ||∗t )]

T
(Xt∧tk −Xt∧tk−1

)�2[∇f(Xtk−1
)) + O(|| d∇f(XT )T ||∗t )]

=
∮ t

0
∇f(XbscT−)

T
d[[X]]Ts ∇f(XbscT−) + [X]

T

t · o(1).

Zbytek dostaneme limitńım přechodem T ↑ [0,∞) s t́ım, že spojité procesy lǐśıćı se o proces s lokálně
konečnou variaćı maj́ı zřejmě stejnou kvadratickou variaci. Q.E.D.

• Bud’ Wt Wiener̊uv proces. Ukažte, že proces Xt = exp{σWt + (µ− 1
2
σ2)t} řeš́ı SDE

dXt = µXt dt+ σXt dWt, Y0 = 1.

• Bud’ Wiener̊uv proces. Ukažte, že proces Y = e−bt
∫ t

0
ebs dWs řeš́ı SDE dYt = −bYt dt+ dWt.

• Bud’ Wiener̊uv proces. Ukažte, že procesy Xt = sinWt, Yt = cosWt řeš́ı soustavu SDE

dXt = −1
2
Xt dt+ Yt dWt

dYt = −1
2
Yt dt−Xt dWt.

• Necht’ proces (X, Y )T má tenzorovou kvadratickou variaci a řeš́ı SDE dXt = −Yt dWt, dYt = Xt dWt

s X0 = x0, Y0 = y0. Ukažte, že pak proces Rt =
√
X2

t + Y 2
t je deterministický.


