Cviceni ze stochastické analyzy

3. Itoova formule pro C*-funkce

Nasledujici poznamka tikd, ze v definici integralu v Riemanové smyslu se muzeme omezit na takovéa
tokalné kone¢na déleni, ktera zjemnuji predem dané lokalné koneéné déleni 0 € S C [0, 00).

Poznamka: Mé¢j H lokalné omezené trajektorie. Pokud existuje limita j§ Hyj, dX;pro S C T 110,00),

pak existuje odpovidajici Riemanuv integrdl [[H dX a pfirozené je této limité skoro jisté roven.

Dikaz: Bud 0 € R 1[0,00) aoznatme S CT := RUS ={0=1ty < ... < ty;k € N}. Pak
t:LSJT#LSJRIT = Sot=t1<r<t

pro néjaké k. Protoze {k : v > t;_1 € S} je koneénd a X je spojity proces, mame pro S C T 1 [0, 00), Ze

\$ (Hsjp — Hisjn ) dXG]5 < 2|H[S - Y01 Xont, — Xoate 1| - Lpst,_yes) — 0. Q.E.D.
Podobné Ize ukazat, ze integral v Riemanové smyslu je konzistentni s elementarnim integralem.
Poznamka: Je-li H € L(Q, A, P)[>>) jednoduchy proces a X € C(1, A, P), pak fOtHS dx, £ fOtHS dX,.
Dikaz: Bud 0 € S C [0, 00) délicf mnozina jednoduchého procesu H a bud S C T C [0, 00). Pak
|$ (Hs — Hysjp ) dXl; < [Hs — Higpp |7 300 Xene, — Xente| - 1pzties) = 0, S S T10,00),
nebot {k:t>1t,_; € S} je konecnd a X je spojity. Q.E.D.

e Necht X € C(Q, A, P) md kvadratickou variaci (X) aY € C(Q, A, P) mgj lokdlné kone¢nou variaci.
Ukazte, ze (X,Y)" ma tenzorovou kvadratickou variaci a spoctéte ji. Ukazte, ze pak

XY, 2 XoYo + [1X,dY, + [1Y,dX,.

e Spoctéte prvni dva momenty véetné autokovarianéni struktury nésledujictho procesu [sdW; a
rozhodnéte, zda je gausovsky.

e Spoctéte prvni dva momenty véetné autokovarianéni struktury nésledujictho procesu [WydW; a
rozhodnéte, zda je gausovsky.

Pro H € C(Q, A, P) budeme uzivat diskrétni modul spojitosti

|dH, |} = sup{|H, — Hs),|;s € [0, ]} € L(F")
odpovidajici lokdlné koneénému déléni 0 € T' C [0, 00). Ziejmé pak |[dH,.|; — 0 pro T 1 [0,00),t > 0.
Poznamka: Necht H, X € C(Q, A, P). Pokud navic X mé trajektorie s lokalné koneénou variaci, pak

stochasticky integral v Riemanové smyslu odpovida klasickému integralu po trajektoriich v Lebesgue-
Stieltjesové smyslu, ktery budeme znacit také [ H dX.

Dikaz: Protoze elementarni integral je konzisteni s Lebesgue-Stieltjesovym po trajekoriich, mame

$Hypy X — [HAX.[; = |[ (., — H)AX.J; < |AH,]; - [{]dX,) =0, T 1R,
nebot |dHr|f — 0, kde f(f|dX| je prubéznd totdlni variace procesu X. Q.E.D.
Lemma Necht H, X € C(Q, A, P) a necht X mé kvadratickou variaci (X), pak

$oHsyp AIX]D ~ [(H,d(X), pro T TR".

Diukaz: Budte 0 € S C T lokalné konecna déleni [0, oo0). Budeme vychdzet z rovnosti
$Hsy, dX]g = $(Hysjpo — Hysp ) AXTS + $Hpgpo [AIXTS = d(X)]+ [ (Hgs — Ho) d(X)s+ [H, d(X)s.
Protoze p(Z) £ ., 27% A|Z[; je monotoni v Z € C(€, A, P), budeme moci vyuzit ndsledujici nerovnosti

T

|$ (Hispr = Higps ) AXL [ < [ Hysjpn = Hispo |7+ [X]p < [dH 7 - [XT; -
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Protoze je druhy ¢len napravo vychozi rovnosti zanedbatelny pro S C T' T R a tiet{ pro S T R, plati

Tim p($Hsp d[X]7, [Hyd(X)) < lim limsup p(|dH, [} - [X ) = hm p(|dH|; - (X)) = 0,
TTRE STRT gcrir+
kde lim operativné pro tspornost a mirnou piehlednost nahrazuje symbol lim sup . Q.E.D.

Disledek: Je-li H € C(Q, A, P)™% a X € C(Q, A, P)¥™™, pak
$ Hpp A[X]D ~ [JH A(X)s pro T 1R*.

Diikaz: Operativné a ponékud svérazné zde pieznacime vektor i-tou a j-tou slozku vektoru z (X, X7)" na
vektor (X,Y)". Pro jednorozmérny proces H dle predchoziho lemmatu dle polarizaéni rovnosti pak plati

t T
foHLSJT [X, Y —1 §OHLSJT dlX + Y 1 fOHLSJT d[X — Y]s
A MH X +Y) =L TH (X - Y 2 [TH (XY,

Pozadované tvrzeni dusledku pak dostaneme po soufadnicich nasc¢itanim vyse dokdzaného pro slozky

vektoru X a H. Q.E.D.
Poznamka: Je-li g € C?|a, b], pak
b rx
9(b) = g(a) + ¢'(a)(b = a) + 39" (a)(b — a)* + [} [7(9"(y) — g"(a)) dy dz.
Itéova formule Bud X = (X!, ... X%)" d-rozmérny spojity realny proces s tenzorovou variaci (X)) a

f € C*K), kde K je konvexni obal obrazu rng X = {X;(w);w € Q,t € [0,00)} procesu X. Pak

df(X;) = VF(X,) dX, + 1(dX,) V2 f(X,) dX,
= Vf(X;) dX, + 5tr[V2f(X,) d(X))],

coz lze pro d = 1 psat jednoduse ve tvaru

df(X;) = f/(Xe) dX; + 37 (Xp)(dXy)?

a pro d = 2 pii preznaceni na X = (X,Y)" ve tvaru

df(X) = fI(Xe) dX; + f5(Xe) dYe + 511 (dX)* + f5(X)(dX)(dY7) + 5 f5(Xe) (dY7)*.

Diukaz Itoovy formule: Bud T = {0 =1ty < t; < ... < t; k € N} lokdlné konecné déleni. Oznacme
:ng) =u-t ANt + (1 —u) -t Aty, yff“) =u- Xin,_, + (1 —u) - Xing,
parametrizaci k-té linedrni ¢asti polygonu definovaného do ¢asu t > 0 predpisem
Xri(s) =yr(u), pokud zx(u)=s<t.
vytyceného body (¢ A tg, f(Xin, (w))) € K; k € Ny. Z predpokladu f € C?*(K) pak dostaneme, ze také
fec (@l v (w);uel0,1),keNweQ}.

Na kazdém tuseku této lomené cary rozvineme funkci f do Taylorova polynomu druhého tadu, pficemz tato
aproximace bude ospravedlnéna néasledujici zanedbatelnosti (vicerozmérného) zbytku

(1) | dV2f(Xr)rl; = sup{|V*f(y(u)) = V2 f (4 (0));k € Nyu € [0,1]} — 0, T'1[0,00).
Ziejmé gp = fouyr € C?[0,1]. Z Taylorovy véty druhého fadu s integrélnim tvarem zbytku pak dostaneme
f(Xt/\tk) - f(Xt/\tk_l) = gr(1) — gr(0) = 92(0 égg + fo fo 0)] dudw,
pricemz ¢, (0) = Vf( Xy, )" (Xinr, — Xine,_,) & ddle
91(0) = (Xine, — Xt/\tk_l)TVQf(th_1)(Xt/\tk = Xintyy) = tr[VQf(XtAtk_l)(XtAtk - Xt/\tk_1)®2}'



Nascitanim pak dostaneme rovnost
(2) F(X0) = £(Xo) = fVF(Xpagr ) AN+ 5 00V F(X g ) AIX]]
(3) + 3t {fy Jo [V £ (we(w) = V2 £ (9(0)] du dv - (Xing, = Xeng, )7}
Odhad Taylorova zbytku pak dostaneme ve tvaru
o fo Jo IV (o) = V2 F (e (0))] du dv - (Xing, = Xinay )] < ] AV F(X)rl; - (Kine, = Xong, )%
pricemz pak posledni ¢len v (3) ze shora muzeme v absolutni hodnoté odhadnout hodnotou
S AV F(Xr)rl; - 2o (Xont, = Xiny )2 = $tr| AV (Xp)rl; - [X], ~ 0,
pro T 1 [0, 00), pficemz vyuzivame zanedbatelnosti (1) a nasledujici asymptotické vlastnosti
Xy = Se(Xinte = Xon) = 0[XT; = tr 30, (Xing, — Xing,)®2 ~ (X)) = (X)s.
Protoze dle vyse uvedeného dusledku dale plati
Fotr[V2 (X g ) AIX]] = tr{ g V2 (X ) AIX]T Y~ tr{ [y V2 F(X) A,
s vyuzitim zanedbatelnosti nas¢itanych Taylorovych zbytku dostavdame, Ze existuje limita

JoV (X)) dX, = Jim HVF(X g ) dX 2 F(X0) — f(Xo) — Jim L[V (X, ) dIX]T]

2 F(X0) = F(Xo) = 5 { [y VEF(X) d(X0). )
Q.E.D.

Dodatek: Necht jsou splnény predpoklady Itoovy formule nebo modifikované verze postupné pro fi, ..., fm
d-proménnych. Oznac¢me piislusnou vektorovou funkei f = (f1,..., fin)" € R™. Pak proces Y; = f(X;) m&
tenzorovou kvadratickou variaci

(YN = (S VXD AX e = [VFAX)T A(XNVF(X,), kde VF(X,)y = (2 (X,)Em e Lxm,

dz; tj=1
coz by se dalo v diferencidlni symbolice zapsat ve tvaru

A/ V(X)) dX)e = d(Y ) = AV, dY] = V(X)) (XD VF(Xe) |

Specialné pak dostaneme
(V) = (JVAX)dX)e = trfy VF(X)VF ()" d(X)s.
Dikaz: Podobné jako v dukazu Itoovy formule vyjadiime prirustek
FXene) = f(Xin ) = [V X)) + O AV F(X7)l[D)] (Xene, — Xenr ),
kde a = O(b) znamend, ze |a| < |b|. Pak pro T' 7 [0, 00) pii ~» konvergenci plati
T *\1T *
Ol = X0V (X)) + OV F(Xr) 7)) (Xenn, — Xont ) IV F (X 1)) + O AV f (X)) [})]
T T
= fy VI (X ) AIXTE V(X agy) + (X7 0(1),
Zbytek dostaneme limitnim prechodem T T [0,00) s tim, Ze spojité procesy lisici se o proces s lokalné
konecnou variaci maji zifejmé stejnou kvadratickou variaci. Q.E.D.
e Bud W, Wieneruv proces. Ukazte, ze proces X; = exp{oW, + (u — 5 0?)t} fes{ SDE
dXt:/,LXtdt‘i‘O'XthVt, }/0:].

e Bud Wienertuv proces. Ukazte, ze proces Y = e~ % (febs dW, fesi SDE dY; = —bY, dt + dW,.
e Bud Wienertuv proces. Ukazte, Ze procesy X; = sin W, Y; = cos W, fesf soustavu SDE

dY; = —1 Y, dt — X, dW,.

e Necht proces (X,Y)" md tenzorovou kvadratickou variaci a fesi SDE dX; = —Y; dW;, dY; = X; dW,
s Xo = o, Yy = yo. Ukazte, ze pak proces R; = \/X? + Y;? je deterministicky.



